
MAGICK�E HVIEZDY

Mari�an TRENKLER

Pravdepodobne ste sa u�z stretli s nasleduj�ucimi hlavolamami, ktor�ych autorom je an-

glick�y matematik Henry Dudeney. (Vid' [1], str. 102.)

�Uloha 1. Do kr�u�zkov hviezdyS5 (obr .1) vp���ste 10 rôznych �c��sel z mno�ziny f1; 2; 3; : : : ; 12g
tak, aby s�u�cet �c��sel na ka�zdej priamke (strane) bol dvadsat'�styri.

�Uloha 2. Umiestnite do kr�u�zkov osemc��pej hviezdy S8 �c��sla 1; 2; 3; 4; : : : ; 16 tak, aby bol

s�u�cet �c��sel na ka�zdej priamke bol tridsat'.

Obr�azok 1

V tomto pr��spevku sa budeme zaoberat' rie�sen��m t�ychto �uloh a pop���seme ich zov�seobec-
nenie.

Na obr�azku 1 je nakreslen�ych p�at' hviezd dvoch typov. Prv�e tri n-c��pe hviezdy s�u
ozna�cen�e Sn pre n = 5; 6; 7 a zost�avaj�uce dve Tn pre n = 8; 10. Vo v�setk�ych hviezdach
je umiestnen�ych 2n kr�u�zkov tak, �ze na ka�zdej priamke s�u pr�ave �styri. Hviezdy oboch
typov s�u vytvoren�e z pravideln�eho n-uholn��ka v1v2 : : : vn na vrcholoch ktor�eho je n kr�u�zkov
V1; V2; : : : ; Vn. �Dal�s��ch n kr�u�zkov U1; U2; : : : ; Un je v ich c��poch. Vo hviezde Sn (ktor�a
je de�novan�a pre n � 5) je Ui umiesten�y na priese�cn��ku priamok vi�2vi�1 a vivi+1 a
vo hviezde Tn, n � 7, je Ui umiesten�y na priese�cn��ku priamok vi�2vi�1 a vi+1vi+2 pre

i = 1; 2; 3; : : : ; n (pri�com v
�2 = vn�2; v

�1 = vn�1; v0 = vn; vn+1 = v1; vn+2 = v2). (Vid'
obr�azok 5.)

n-c��pu hviezdu Sn, respekt��ve Tn, naz�yvame magick�a hviezda a ozna�cujeme ju SMn ,

resp. TMn , ak v jej kr�u�zkoch s�u umiestnen�e prirodzen�e �c��sla 1; 2; 3; 4; : : : ; 2n tak, �ze s�u�cet
�styroch �c��sel na ka�zdej priamke je rovnak�y. V literat�ure sa magick�e hviezdy Sn naz�yvaj�u
aj D�avidove magick�e hviezdy. S�u�cet �c��sel na ka�zdej priamke sa rovn�a dvojn�asobku s�u�ctu
v�setk�ych �c��sel delen�y �c��slom n, t.j. je rovn�y 4n + 2. Hviezdu Sn, resp. Tn, naz�yvame

slabo-magick�a hviezda a ozna�cujeme SWn , resp. TWn , ak do jej kr�u�zkov je vp��san�ych 2n
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navz�ajom rôznych prirodzen�ych �c��sel tak, �ze ich s�u�cet na ka�zdej priamke je rovnak�y. Ka�zd�a

magick�a hviezda je aj slabo-magick�a, obr�atene to v�sak neplat��. Ak v kr�u�zkoch hviezdy s�u
umiestnen�e �c��sla 1; 2; 3; : : : ; 2n tak, �ze s�u�cet na n� 2 priamkach je 4n+2, na jednej 4n+1

a druhej 4n+ 3, tak ju naz�yvame takmer-magick�a hviezda a ozna�cujeme ju SA
n
, resp. TA

n
.

Vr�at'me sa k �ulohe 1. Jej rie�senie je uveden�e v nasleduj�ucej vete:

Veta 1. S5 je slabo-magick�a aj takmer-magick�a, ale nie je magick�a hviezda.

Dôkaz. Na obr�azku 2 je nakreslen�a slabo-magick�a hviezda SW5 a takmer-magick�a hviezda
SA5 . S�u�cty �c��sel na priamkach (nakreslen�ych dvojit�ymi �ciarami) SA5 obsahuj�ucich �c��slo 2 s�u

21 a 23.

Obr�azok 2

Dôkaz neexistencie urob��me nepriamo. Predpokladajme, �ze existuje magick�a hviezda
SM5 . Na ka�zdej priamke sa nach�adzaj�u pr�ave �styri rôzne �c��sla, ktor�ych s�u�cet je 22. Ka�zd�e
�c��slo sa nach�adza pr�ave na dvoch priamkach, ktor�e neobsahuj�u �ziadne in�e rovnak�e �c��slo.
Na jednotliv�ych priamkach mô�zu byt' len nasleduj�uce �stvorice �c��sel:

(10,9,2,1), (10,8,3,1), (10,7,4,1), (10,7,3,2), (10,6,5,1), (10,6,4,2), (10,5,4,3),

(9,8,4,1), (9,8,3,2), (9,7,5,1), (9,7,4,2), (9,6,5,2), (9,6,4,3),
(8,7,6,1), (8,7,5,2), (8,7,4,3), (8,6,5,3), (7,6,5,4).

V magickej hviezde SM5 musia existovat' dve priamky, na ktor�ych je �c��slo 10. Predpo-
kladajme, �ze na prvej priamke s�u �c��sla (10,9,2,1). Na druhej priamke, ktor�a obsahuje 10
mô�ze byt' len �stvorica �c��sel (10,5,4,3), lebo vo v�setk�ych ostatn�ych �stvoriciach obsahuj�ucich
10 sa nach�adza �c��slo 1 alebo 2. Podobne aj �c��slo 9 sa nach�adza na pr�ave dvoch priamkach.
Uv�a�zme druh�u priamku obsahuj�ucu �c��slo 9. T�ato nemô�ze obsahovat �c��sla 2, 1 a preto
do �uvahy prich�adza len �stvorica (9,6,4,3), ale v tejto je dvojica 4,3, ktor�a je na druhej
priamke obsahuj�ucej 10. Ak na jednej priamke s�u �c��sla (10,8,3,1), respekt��ve (10,7,3,2),

tak na druhej musia byt' (10,6,4,2), respekt��ve (10,6,5,1). Podobnou �uvahou, ako vy�s�sie,
uk�a�zeme, �ze ani tieto pr��pady nemô�zu nastat'. Okrem t�ychto troch pr��padov, neexistuj�u
in�e dve �stvorice �c��sel, ktor�e obsahuj�u �c��slo 10 a neobsahuj�u �ziadne in�e spolo�cn�e �c��slo. �

Rie�senie �ulohy 2:
Pojmom element�arna n-c��pa hviezda En rozumieme hviezdu Sn alebo Tn, do kr�u�zkov

ktorej s�u vp��san�e cel�e �c��sla 0; k alebo 0; k; 2k tak, �ze s�u�cet �c��sel na ka�zdej priamke je

rovnak�y.

Na obr. 3 je nakreslen�a magick�a hviezda SM8 a tri element�arne 8-c��pe hviezdy. Magick�u
hviezdu SM8 sme dostali tak, �ze sme s�c��tali hodnoty deviatich element�arnych hviezd, ktor�e
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s�u uveden�e v riadkoch tabul'ky 1. V deviatich riadkoch s�u ohodnotenie element�arnych

hviezd. Posledn�y riadok obsahuje �c��sla, ktor�e s�u vp��san�e do jednotliv�ych kr�u�zkov. Ele-
ment�arne hviezdy, ktor�e s�u nakreslen�e na obr�azku 3 s�u v tret'om, piatom a deviatom

riadku tabul'ky 1.

Obr�azok 3

U1 U2 V1 V8 U8 V2 V7 U3 U7 V3 V6 U4 V4 V5 U6 U5

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 2 1 1 0 0 0

0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 2

0 2 2 0 0 2 2 0 2 0 0 0 2 0 2 2

0 0 0 5 0 0 0 5 0 0 5 5 0 0 0 0

0 0 0 5 0 5 0 0 0 0 0 0 0 0 5 5

0 0 0 5 5 5 5 5 0 0 0 5 0 5 0 5

0 0 6 0 0 0 0 0 6 6 0 0 0 0 6 0

�1 0 0 0 �1 0 0 0 0 �1 0 0 0 �1 0 0

1 2 11 16 5 12 9 10 8 6 7 14 3 4 13 15

Tabul'ka 1 - Kon�strukcia SM8

Na obr�azku 4 s�u nakreslen�e magick�e hviezdy SM
i

pre i = 6; 7; 9. Hodnoty SM
i

pre
i = 9; 11 s�u v tabul'ke 4. Tieto vznikli "experimentovan��m". Vo v�seobecnosti nepozn�ame
algoritmus na vytv�aranie SMn . Prirodzene vznik�a ot�azka, pre ktor�e hodnoty n existuje
magick�a hviezda SMn . Pre niektor�e hodnoty n mô�zeme n�ajst' SMn pou�zit��m v�ypo�ctovej
techniky.

Obr�azok 4
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In�a situ�acia je s hviezdami Tn, kde pozn�ame algoritmus na vytv�aranie TM
n

pre v�setky

p�arne n � 8. Na obr�azku 5 je nakreslen�a magick�a hviezda TM10.

Obr�azok 5 - Hviezdy Tn a T10

Veta 2. Magick�a hviezda Tn existuje pre v�setky p�arne prirodzen�e �c��sla n � 8.

Dôkaz. Rozdel'me �c��sla 1; 2; : : : ; 2n do �styroch riadkov tak, ako je to v tabul'ke 3. Pri

ohodnocovan�� vyu�zijeme to, �ze plat��:

i+ (n � i + 1) = n+ 1 (n + i) + (2n� i+ 1) = 3n+ 1 pre i = 1; 2; 3; : : : ; n
2
;

(i + 1) + (n� i+ 1) = n+ 2 (n+ i) + (2n� i) = 3n pre i = 1; 2; 3; : : : ; n�2
2

:

U1 U3 U5 U7 : : : Un�3 Un�1

V2 V4 V6 V8 : : : Vn�2 Vn

Vn�3 Vn�5 Vn�7 Vn�9 : : : V1 Vn�1

Un�2 Un�4 Un�6 Un�8 : : : U2 Un

Tabul'ka 2

1 2 3 4 : : :
n

2

n n � 1 n� 2 n� 3 : : :
n

2
+ 1

n+ 1 n + 2 n+ 3 n+ 4 : : :
3n

2

2n 2n� 1 2n� 2 2n� 3 : : :
3n

2
+ 1

Tabul'ka 3

Do kr�u�zku, ktor�y je v i-tom riadku a j-tom st�lpci tabul'ky 2 vp���seme �c��slo z i-teho

riadku a j-teho st�lpca tabul'ky 3. Na ka�zdej priamke, okrem priamky vn�1vn, hviezdy Tn
sa nach�adzaj�u dve dvojice kr�u�zkov, ktor�ych s�u�cty s�u [(n+1)+(3n+1)] alebo [(n+2)+3n].
Na priamke vn�1vn s�u �c��sla (n

2
+ 1), 1, 3n

2
, 2n, ktor�ych s�u�cet je 4n+ 2. �
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O slabo-magick�ych hviezdach plat�� veta:

Veta 3. Slabo-magick�a hviezda SW
n

aj TW
n

existuje pre v�setky prirodzen�e �c��sla n � 7.

Nech U a V s�u dva kr�u�zky hviezdy (Sn alebo Tn) a En element�arna hviezda. Hovor��me,

�ze En oddel'uje kr�u�zky U a V , ked' im prirad'uje navz�ajom rôzne �c��sla. L'ahko sa presved�c��-

me, �ze pre ka�zd�u dvojicu kr�u�zkov hviezdy Sn aj Tn, n � 7, existuje element�arna hviezda
En , ktor�a ich oddel'uje.

Dôkaz. Do ka�zd�eho kr�u�zku hviezdy vp���seme �c��slo 1. Slabo-magick�e ohodnotenie hviezdy

Sn vytvor��me viacn�asobn�y pou�zit��m nasleduj�ucej kon�strukcie:

Ak v kr�u�zkoch U a V s�u rovnak�e �c��sla, tak zvol'me element�arnu hviezdu En , ktor�a
ich oddel'uje. Pripo�c��tan��m ohodnotenia En k pôvodn�emu ohodnoteniu a dostaneme nov�e

ohodnotenie, v ktorom kr�u�zkom U a V bud�u priraden�e rôzne �c��sla. Ak si za k zvol��me

�c��slo, ktor�e je v�a�c�sie ako v�setky v pôvodnom ohodnoten��, tak ka�zd�e dva kr�u�zky, ktor�e mali

rôzne �c��sla bud�u mat' rôzne �c��sla aj v novom ohodnoten��.

Ak existuj�u dva rôzne kr�u�zky s rovnak�ym �c��slom zopakujeme uveden�u kon�strukciu. Po
kone�cnom po�cte opakovan�� dostaneme slabo-magick�u hviezdu. �

Pozn�amka 1. Uveden�a kon�strukcia vedie k tomu, �ze v SWn aj TWn sa nach�adzaj�u pomerne
vel'k�e �c��sla. Ak si zvol��me vhodne element�arne hviezdy a hodnoty k, tak dostaneme magick�e
ohodnotenie (ak existuje), pr��padne slabo-magick�u hviezdu s mal�ymi �c��slami.

V tabul'ke 4 s�u uveden�e niektor�e �speci�alne hviezdy.
V prvom riadku je SM6 tak�a, �ze s�u�cet �c��sel v kr�u�zkoch U1; U2; : : : ; U6 je rovnak�y ako na

jednotliv�ych priamkach. V druhom riadku je uveden�aSW6 , ktorej prvky v�setky s�u prvo�c��sla.
(V literat�ure sa tak�ato hviezda naz�yva aj D�avidova prvo�c��seln�a magick�a hviezda). V tak-
mer-magickej hviezde TW7 (riadok 5) je s�u�cet rôzny na priamkach, na ktor�ych sa nach�adza
�c��slo 6.

U1 V1 U2 V2 U3 V3 U4 V4 U5 V5 U6 V6 U7 V7 U8 V8 U9 V9 U10 V10 U11 V11

S
M

6
1 9 5 12 4 3 6 11 8 7 2 10

SW
6

29 31 53 71 73 43 37 41 47 67 59 61

SM
9

1 14 3 15 8 13 7 11 6 18 2 10 4 17 9 12 5 16

SM
11

1 19 7 16 10 18 5 15 3 17 9 22 4 13 2 21 8 12 11 20 6 14

TA
7

1 8 2 14 3 11 4 10 7 12 6 9 5 13

TM
8

1 11 14 8 2 10 15 7 3 9 16 6 4 12 13 5

Tabul'ka 4

Podobn�e ot�azky si mô�zeme kl�ast' aj v pr��pade inak de�novan�ych hviezd. Dve tak�eto
hviezdy, ktor�e sme ozna�cili STn n = 7; 9 s�u na obr�azku 6. V prvej s�u uveden�e �c��sla
1; 2; : : : ; 21 tak, �ze s�u�cet �siestich �c��sel na ka�zdej priamke je 66.

�Uloha 3. Do kr�u�zkov hviezdy ST9, ktor�a je na obr�azku 6 vp���ste 27 rôznych prirodzen�ych
�c��sel tak, aby s�u�cet �sestice �c��sel na ka�zdej priamke bol rovnak�y.
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Obr�azok 6 - Hviezdy ST7 a ST9

Pozn�amka 2. Ak sa �citatel'ovi podar�� n�ajst' magick�u hviezdu SMn pre n � 12 alebo TMn pre

nep�arne n, pr��padne vymysl��te nov�u �ulohu, tak pros��m o inform�aciu. Tieto by mohli byt'

podkladom pre in�y pr��spevok, ktor�y by obsahoval aj �ulohy, ktor�e sme tu neuviedli.

Na z�aver prip�ajame e�ste jednu magick�u hviezdu, ktor�a je nakreslen�a na obr�azku 7.

Obr�azok 7
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