MAGICKE HVIEZDY

MARIAN TRENKLER

Pravdepodobne ste sa uz stretli s nasledujicimi hlavolamami, ktorych autorom je an-
glicky matematik Henry Dudeney. (Vid [1], str. 102.)

Uloha 1. Do krizkov hviezdy Ss (obr .1) vpiste 10 roznych ¢isel z mnoziny {1,2,3,...,12}
tak, aby stcet ¢isel na kazdej priamke (strane) bol dvadsatstyri.

Uloha 2. Umiestnite do krizkov osemcipej hviezdy Sg ¢isla 1,2,3,4,...,16 tak, aby bol
stucet ¢isel na kazdej priamke bol tridsat.

PN

V tomto prispevku sa budeme zaoberat’ rieSenim tychto uloh a popiseme ich zovseobec-
nenie.

OBRAZOK 1

Na obrazku 1 je nakreslenych péat hviezd dvoch typov. Prvé tri n-cipe hviezdy su
oznacené S, pre n = 5,6,7 a zostavajuce dve T, pre n = 8,10. Vo vsetkych hviezdach
je umiestnenych 2n kruzkov tak, Ze na kazdej priamke sa prave styri. Hviezdy oboch
typov st vytvorené z pravidelného n-uholnika vy vs . .. v, na vrcholoch ktorého je n kruzkov
Vi, Va, ..., Vy. Dalsich n krizkov Uy, Us,...,U, je v ich cipoch. Vo hviezde S, (ktord
je definovand pre n > 5) je U; umiesteny na priesecéniku priamok v;_sv;_1 a v;v;41 a
vo hviezde T, n > 7, je U; umiesteny na prieseéniku priamok v;_ov;_1 a v;4+1v;42 pre
i =1,2,3,...,n (pricom v_y = Vp_2, V-1 = Vp_1, Vg = VU, Upt1 = U1, Unptz = vz). (Vid
obrazok 5.)

n-cipu hviezdu S,,, respektive T, nazyvame magickd hviezda a oznacujeme ju SM,
resp. TM, ak v jej krizkoch st umiestnené prirodzené éisla 1,2,3,4,...,2n tak, Ze stcet
styroch ¢isel na kazdej priamke je rovnaky. V literatire sa magické hviezdy S, nazyvaju
a] Ddvidove magické hviezdy. Sucet ¢isel na kazdej priamke sa rovna dvojnasobku suctu
vsetkych ¢isel deleny éislom n, t.j. je rovny 4n + 2. Hviezdu S,, resp. T,, nazyvame
W oresp. TYW, ak do jej kriazkov je vpisanych 2n

n n

n

slabo-magickd hviezda a oznacujeme S
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navzajom roznych prirodzenych ¢isel tak, ze ich sicet na kazdej priamke je rovnaky. Kazda
magicka hviezda je aj slabo-magicka, obratene to vsak neplati. Ak v kruzkoch hviezdy sa
umiestnené ¢isla 1,2, 3, ..., 2n tak, ze sicet na n — 2 priamkach je 4n + 2, na jednej 4n + 1

a druhej 4n + 3, tak ju nazyvame takmer-magickd hviezda a oznacujeme ju S2, resp. T,

Vratme sa k ulohe 1. Jej riesenie je uvedené v nasledujucej vete:
Veta 1. S; je slabo-magicka aj takmer-magicka, ale nie je magicka hviezda.

Dékaz. Na obrézku 2 je nakreslend slabo-magicka hviezda S}V a takmer-magicka hviezda
Si'. Stéty ¢isel na priamkach (nakreslenych dvojitymi ¢iarami) S£ obsahujticich &slo 2 st

21 a 23.

OBRAZOK 2

Dokaz neexistencie urobime nepriamo. Predpokladajme, Ze existuje magicka hviezda
SM. Na kazdej priamke sa nachédzajt prave styri rozne éisla, ktorych sicet je 22. Kazdé
¢islo sa nachddza prave na dvoch priamkach, ktoré neobsahuju ziadne iné rovnaké ¢islo.
Na jednotlivych priamkach mozu byt len nasledujuce stvorice cisel:

(10,9,2,1), (10,8,3,1), (10,7,4,1), (10,7,3,2), (10,6,5,1), (10,6,4,2), (10,5,4,3),

(9,8,4,1), (9,8,3,2), (9,7,5,1), (9,7,4,2), (9,6,5,2), (9,6,4,3),

(8,7,6,1), (8,7,5,2), (8,7,4,3), (8,6,5,3), (7,6,5,4).

V magickej hviezde S} musia existovat’ dve priamky, na ktorych je ¢islo 10. Predpo-
kladajme, ze na prvej priamke si ¢isla (10,9,2,1). Na druhej priamke, ktord obsahuje 10
moze byt len stvorica ¢isel (10,5,4,3), lebo vo vSetkych ostatnych stvoriciach obsahujtcich
10 sa nachadza cislo 1 alebo 2. Podobne aj ¢islo 9 sa nachadza na prave dvoch priamkach.
Uvazme druhu priamku obsahujicu éislo 9. Tato nemoéze obsahovat éisla 2, 1 a preto
do dvahy prichddza len stvorica (9,6,4,3), ale v tejto je dvojica 4,3, ktora je na druhej
priamke obsahujicej 10. Ak na jednej priamke su ¢isla (10,8,3,1), respektive (10,7,3,2),
tak na druhej musia byt’ (10,6,4,2), respektive (10,6,5,1). Podobnou tvahou, ako vyssie,
ukazeme, Ze ani tieto pripady nemozu nastat. Okrem tychto troch pripadov, neexistuju
iné dve stvorice ¢isel, ktoré obsahuju ¢éislo 10 a neobsahuji ziadne iné spoloéné ¢islo. [

Riesenie ulohy 2:

Pojmom elementdrna n-cipa hviezda E, rozumieme hviezdu S,, alebo T,,, do kriazkov
ktorej su vpisané celé ¢isla 0,k alebo 0,k,2k tak, ze sucet ¢isel na kazdej priamke je
rovnaky.

Na obr. 3 je nakreslend magické hviezda S} a tri elementarne 8-cipe hviezdy. Magicku
hviezdu S sme dostali tak, ze sme séitali hodnoty deviatich elementarnych hviezd, ktoré



MAGICOKE OAVILADY b

st uvedené v riadkoch tabulky 1. V deviatich riadkoch si ohodnotenie elementarnych
hviezd. Posledny riadok obsahuje ¢isla, ktoré st vpisané do jednotlivych kruzkov. Ele-
mentarne hviezdy, ktoré si nakreslené na obrazku 3 su v tretom, piatom a deviatom
riadku tabulky 1.

OBRAZOK 3
Up |Us |V1 | Vs |Us |Va (V7 |Us (U7 | V3 |V |Ua |Va | Vs |Us |Us
T1|]0|0(0}|j1|O0OjO|O|O]|JO|O]1T|O|O0O|O0O]|1
T |j0|1(1j0|0j0O|O0O|JO0O]|1T |21 (1|0 |0]O
o(o|2(0(0(0|2]0|0|0|0]|]2]|0]0]0]|2
o2 (2|00 (22020 (|0]0]|2]0]2]|2
OO0 |0 |5 |0|0|O0O|5|0|0(|5]|5]0]0]0]|0O0
Oo(0|O0O |50 |5|0]0|0|O0|0O]O]O]O0O |55
0[O0 |0 |5 |5 55500 (|0]|5]|0|5 0|5
olo|6|0|0O|O0O|O0O]O0O|6|6 |0]|]0]|]0]0 |60
-1{0 (0|0 |-1|{0|0]|JO]|0|—-1|0 |0 |0 |=1]0]0O
1 (2 |11(16|5 (1219 (10| 8 |6 |7 |14 |3 |4 |13 |15

TABULKA 1 - KONSTRUKCIA S/

Na obrazku 4 st nakreslené magické hviezdy SM pre i = 6,7,9. Hodnoty SM pre
t = 9,11 st v tabulke 4. Tieto vznikli "experimentovanim”. Vo vseobecnosti nepozname
algoritmus na vytvaranie SM. Prirodzene vzniké otdzka, pre ktoré hodnoty n existuje
magicka hviezda SM. Pre niektoré hodnoty n mozeme néjst SM pouzitim vypoétove;
techniky.

OBRAZOK 4
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In4 situécia je s hviezdami T, kde pozndme algoritmus na vytvaranie T pre vietky
parne n > 8. Na obrazku 5 je nakreslend magicka hviezda T4

OBRAZOK 5 - HViEZDY T, A Tyg

Veta 2. Magicka hviezda T, existuje pre vsetky parne prirodzené ¢isla n > 8

Doékaz. Rozdelme ¢isla 1,2,....2n do styroch riadkov tak, ako je to v tabulke 3. Pri
ohodnocovani vyuzijeme to, ze plati:

i+(n—i+1l)=n+1 (n4+i)+2n—14+1)=3n+1 pre t=1,2,3,..., %,

(i+)+(n—i+1)=n+2 (n+i)+2n—i)=3n pre i=1,2,3,..., 252,

U Us Us U~ Un_z Up-1
Va Vy Ve Vs Vo Va
Vn—B Vn— Vn—7 Vn— ‘/1 Vn—l
Un— Un—4 U, - Un—S U2 Un
TABULKA 2
1 2 3 4 %
n n—1 n—2 n—3 % +1

n+1 n-+2 n+3 n+4 37”
2n 2n—1 2n-2 2n—-3 ... 241
TABULKA 3

Do kruzku, ktory je v ¢-tom riadku a j-tom stipci tabulky 2 vpiseme ¢islo z i-teho
riadku a j-teho stlpca tabulky 3. Na kazdej priamke, okrem priamky v,,_qv,,, hviezdy T,
sa nachadzaji dve dvojice kruzkov, ktorych sicty st [(n+1)+(3n+1)] alebo [(n+2)+ 3n]

Na priamke v, _jvy, st &sla (2 4+ 1), 1, 22, 2n, ktorych sicet je 4n +2. O
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O slabo-magickych hviezdach plati veta:
Veta 3. Slabo-magicka hviezda S!V aj TV existuje pre vietky prirodzené ¢islan > 7.

Nech U a V st dva kruzky hviezdy (S, alebo T,,) a E,, elementarna hviezda. Hovorime,
ze K, oddeluje krizky U a V, ked im priraduje navzajom rozne cisla. Dahko sa presvedci-
me, ze pre kazdu dvojicu krazkov hviezdy S™ aj T", n > 7, existuje elementarna hviezda
E,, ktora ich oddeluje.

Doékaz. Do kazdého kriuzku hviezdy vpiseme ¢islo 1. Slabo-magické ohodnotenie hviezdy
S, vytvorime viacnasobny pouzitim nasledujicej konstrukeie:

Ak v krazkoch U a V su rovnaké ¢isla, tak zvolme elementarnu hviezdu E,,, ktora
ich oddeluje. Pripocitanim ohodnotenia E, k poévodnému ohodnoteniu a dostaneme nové
ohodnotenie, v ktorom krizkom U a V budu priradené rozne cisla. Ak si za k zvolime
c¢islo, ktoré je vacsie ako vsetky v povodnom ohodnotenti, tak kazdé dva kriazky, ktoré mali
rozne ¢isla budd mat’ rozne ¢isla aj v novom ohodnoteni.

Ak existuja dva rozne kriazky s rovnakym éislom zopakujeme uvedent konstrukciu. Po
koneénom pocte opakovani dostaneme slabo-magicka hviezdu. 0O

Pozndmka 1. Uvedend konstrukeia vedie k tomu, ze v S¥ aj TV sa nachiddzaji pomerne
velké ¢isla. Ak sizvolime vhodne elementarne hviezdy a hodnoty k, tak dostaneme magické
ohodnotenie (ak existuje), pripadne slabo-magickd hviezdu s malymi ¢islami.

V tabulke 4 s uvedené niektoré specialne hviezdy.

V prvom riadku je S takd, ze sticet éisel v krtzkoch Uy, Us, ..., Us je rovnaky ako na
jednotlivych priamkach. V druhom riadku je uvedena SV, ktorej prvky vietky st prvocisla.
(V literatire sa takdto hviezda nazyva aj Ddvidova prvocéiselnd magickd hviezda). V tak-
mer-magickej hviezde T¥ (riadok 5) je sticet rézny na priamkach, na ktorych sa nachédza
¢islo 6.

Uy |V U2 | Vo |Usz |Va Uy (Vi |Us | Vs |Us | Vs |Uz |Vz |Us | Vs |Ug | Vo |U1ro |Vio U1 [V11
Séw 1 9|5 |12{4 3|6 [11|8 |7 |2 |10
ng 29 |31 |53 |71 |73 |43 |37 |41 |47 |67 |59 |61

s T1 a3 is|8 {137 [11]6 [18]2 [10]4 [17]9 [12]5 |16
SM 1197 [iefiof18]5 [15]3 [17]9 [22]4 [13]2 [21]8 [12]11 [20 ] 6 |14
T2 11 [s|2 (143|114 [io]7 [12]6 [9]5 |13
TV {1 [1i]ua|s |2 ]i0fi5|7[3]9]16]6 |4 [12]13]5
TABULKA 4

Podobné otazky si mozeme klast’ aj v pripade inak definovanych hviezd. Dve takéto
hviezdy, ktoré sme oznacili ST,, n = 7,9 s na obrazku 6. V prvej su uvedené ¢isla
1,2,...,21 tak, ze sucet Siestich ¢isel na kazdej priamke je 66.

Uloha 3. Do krizkov hviezdy STy, ktora je na obrazku 6 vpiste 27 roznych prirodzenych
cisel tak, aby sticet Sestice ¢isel na kazdej priamke bol rovnaky.
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OBRAZOK 6 - HVIEZDY ST, A STy

Pozndmka 2. Ak sa Gitatelovi podari najst magickt hviezdu SM pre n > 12 alebo T pre
neparne n, pripadne vymyslite novi tlohu, tak prosim o informéciu. Tieto by mohli byt
podkladom pre iny prispevok, ktory by obsahoval aj tlohy, ktoré sme tu neuviedli.

Na zaver pripdjame este jednu magickt hviezdu, ktora je nakreslena na obrazku 7.

OBRAZOK 7
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